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序言

机器学习是一门极具实用价值的学科。尽管如此，许多人对机器学习的
理论基础理解尚浅。事实上，许多本科生甚至没有机会接触到诸如凸优化、
VC 维度等基础概念。由此，我写下这本书，旨在普及机器学习理论中的基
本概念。
与常规的机器学习教材不同，本书并不以机器学习模型构建为核心，而

是着重探讨这些模型背后的理论框架。因此，本书特别适合那些已经对机器
学习模型有所了解，并对理论探索充满热情的读者。我们有意省略了模型构
建的许多细节，转而专注于模型中与理论的关联部分。
为了让读者能更快地理解这些理论，我们尽量简化了底层逻辑的推导

过程，例如一些复杂的数学推导，而采用更朴素的语言来厘清我们为什么要
这么做。我们期望书中的每一句话都能让读者在阅读时产生 “我们就该这么
思考问题” 的认同感。
此外，本书还试图回答一个核心问题：我们为何要学习这些理论。每个

机器学习理论框架的提出都是与模型的特性紧密相关的。我们将从模型出
发，探讨各种理论的实际应用和重要性。
在本书的撰写过程中，滕佳烨主要负责内容的编排与撰写，王伯元主要

负责插图等的制作，张臻主要负责定理等的细节证明与检查核对。本书的电
子版可见 www.tengjiaye.com/mlbook。

鉴于作者的知识和经验有限，书中内容可能存在不足之处。若有任何疏
漏或错误，恳请读者不吝赐教，提出宝贵意见。
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第一章 机器学习与机器学习理论

“ All learning is a kind of recollection of what we already know”
–Plato

1.1 学习与机器学习

1.1.1 学习

什么是学习？

当我们还是婴儿时，我们对世界一无所知，也无法判断猫和狗。为了识
别这些动物，我们的家人反复向我们展示猫和狗的图片，帮助我们逐渐建立
起对这些动物的认知。这种不断积累的过程，是学习。

当我们是学生时，我们要面临考试的压力。在考试前我们往往需要通过
大量的练习题来巩固知识，总结自己曾经犯过的错误。这种通过实践和反思
来提升自己的过程，也是学习。

通过这些例子可以看出，学习不单单是获取信息，更是一种将已有的经
验（猫狗的图片、练习题）转化为知识（识别猫狗的能力、考试的能力）的
过程。粗浅的来看，

学习是将过去的经验提炼为知识的过程。

1.1.2 机器学习

当学习的主体转变为机器时，我们称之为机器学习。在机器学习领域，
“过去的经验” 指的是训练集 (Training Set)，而 “获得的知识” 则体现为学
习到的模型 (Model)。
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2 第一章 机器学习与机器学习理论

什么是模型？在机器学习中，我们经常面临的问题是如何找到一个函
数 h，使得对于给定的输入 x （例如猫狗的图片），模型能够预测出相应的
类别 y （例如猫狗的标签），即：

h(x) ≈ y.

这样的架构几乎能够涵盖世界上的大部分任务，而这里的函数 h 即是我们
所说的模型。
如何找到这样的模型？我们首先需要拥有一组训练集，然后通过算法

(Algorithm)来寻找合适的模型 h。算法的目标往往是：找到一个模型 h，使
得对于训练集中的每一个样本 (xi, yi)，都可以让 h(xi) 足够接近 yi，即

h(xi) ≈ yi.

可以看出，算法是一种将信息从训练集（过往的经验）提炼为函数（知识）
的方法。
如何知道我们找到了好模型？由于训练集是有限的，即使我们满足了

h(xi) ≈ yi，在新的数据上模型有可能仍然无法满足 h(x) ≈ y。这类似于
一个学生可能做了很多练习题，在所有考原题的测试中均表现优异，但在
真正的高考中却无法发挥出应有的水平。因此，除了训练集之外，我们还
需要使用一组独立的测试集 (Test Set) 来验证模型是否真的学到了知识。
模型在训练集上表现良好，但在测试集上表现很差的情况，被称为过拟合
(Overfitting)。

总结来说，机器学习的目标是通过算法从过去的经验（即训练集）中提
炼出知识（即模型），并且希望这个知识能够在新的数据集（测试集）上同
样有效。

1.1.3 机器学习理论

然而，学到好的模型是十分困难的。因此机器学习理论的一个非常核心
的问题是：在什么样的数据分布下（例如高斯分布），使用什么样的模型架
构（例如神经网络），通过什么样的算法（例如随机梯度下降），能够让最终
训练得到的模型满足

h(x) ≈ y.

此外，随着机器学习领域的不断发展，研究者们也开始在实践中关注模
型的其他性质（例如鲁棒性 Robustness、公平性 Fairness），以及训练过程
中可能出现的现象（例如 Edge of Stability, Scaling Law）。



1.2 常用术语与符号 3

1.2 常用术语与符号

数学符号。我们使用 [n] = {1, 2, · · · , n} 代表一个集合。我们使用 ∥ · ∥
代表范数。一般来说，小写字母（如 a）代表一个标量，小写加粗字母（如
a）代表一个向量，大写字母（如 A）代表一个矩阵，花体字母（如 A）代
表一个集合或分布。一般来说，带ˆ符号（如 â）的参数均与训练后有关。

数据。在机器学习理论中，我们常常使用 z ≜ (x, y) ∼ P ⊂ Rd × R 代
表样本的特征 (feature) 与标签 (response) 对，其中 P 为数据服从的分布，
d 为特征的维度。记训练集为 D = {(xi, yi)}i∈[n] 或 D = {zi}i∈[n] ，这里
zi = (xi, yi) 代表第 i 个样本，n 代表数据集中的样本数量。记测试样本为
z′ = (x′, y′)。上述的所有样本均为从分布 P 中独立同分布抽取。

为了表达方便，有时会将样本罗列为设计矩阵 X ≜ [x1,x2, · · · ,xn]
⊤ ∈

Rn×d 与响应向量 Y ≜ [y1, y2, · · · , yn] ∈ Rn。
模型。我们常常考虑由参数 w ∈ Rp 对应的模型函数 hw，其中 p 代表

模型中的参数个数。我们可以使用 ŷ = hw(x) 代表模型的输出。注意到 hw

有可能无法表达所有的函数，例如 hw(x) = w⊤x 无法表达非线性函数。这
将会与我们后面的讨论有关。
损失函数。我们定义损失函数 ℓ(hw; z)，其代表了模型预测 hw(x) 和

真实值 y 之间的距离，例如 ℓ(hw; z) = (y − hw(x))
2。当上下文清晰时，

我们也会将其表示为 ℓ(w; z)。据此，我们可以定义训练损失 Ln(w) ≜
1
n

∑
i∈[n] ℓ(w; zi) 和测试损失 L(w) ≜ Ez′∼Pℓ(w; z′)。
机器学习理论的核心问题，就是希望证明在数据分布 P 下，对于模型

hw，利用算法找到的参数 ŵ 能够让测试误差近似达到最低

L(hŵ) ≈ min
h

L(h).

这里的最低误差 minh L(h) 被称为贝叶斯最优误差 (Bayesian Optimal Er-
ror)。

1.3 No-Free-Lunch

在学习各种机器学习模型前，我们需要先回答这样一个问题：我们为什
么要学习不同的模型架构？既然我们的目标就是找到一个合适的函数 h，我
们为什么不直接学习这个函数 h，而是需要借助各式各样的模型架构（比如
线性模型、神经网络）来学习这样的 h？



4 第一章 机器学习与机器学习理论

Task

Task

Average

Performance

Average

Performance

图 1.1: 不同模型架构在不同数据分布上的表现各异。蓝色模型在任务 2 表
现突出，橙色模型在所有任务中接近平均性能。但我们无法声称蓝色与橙色
模型谁是更好的模型。

实际上，这个问题有一个理论的回答。我们可以从理论上证明：不存
在一个模型，使得它在任何任务上都是效果最好的模型。这个定理被称为
No-Free-Lunch 定理。

定理 1.1 (No-Free-Lunch Theorem). 考虑分类任务 y ∈ {−1, 1} 以
及 0-1 损失函数 ℓ(hw; z) = I(y = hw)。假设 x 的定义域为 X。则对
于任意一个算法，若训练集样本数量 m < 1

2
|X |，则一定存在一个数

据分布，使得

1. 存在一个函数 h，使得其在该数据分布上的测试误差达到零
L(h) = 0。

2. 在该数据分布下，由算法得到的模型 ĥ 的测试误差满足
P(L(ĥ) ≥ 1/8) ≥ 1/7，该随机性来源于训练集的选取。

根据 No-Free-Lunch 定理，算法失败的原因是我们没有对数据分布进
行合理的假设。在现实中，人们往往使用模型结构隐式地对数据分布进行假
设。例如，使用线性模型往往代表我们预先认为数据分布拥有类似的线性结
构。总之，我们常常需要在一个假设类 (Hypothesis Class) 里寻找相应的模
型，这里的假设类是一个函数族，例如线性函数族。

定理1.1的证明. 该证明的核心是：由于没有对数据分布的假设，任何算法均
无法从训练集中获得未见过的测试集的信息。因此当训练集较小时，未见过
的数据较多，算法只能随机猜测，从而一定有一个分布使得测试误差较大。
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接下来我们从理论的角度严格刻画这一现象。简单起见，我们首先考
虑数据集中只有两个样本 |X | = 2m = 2，且训练集中只有一个样本 |D| =
m = 1,，并不妨设 X = {a, b}。此时，我们考虑四个对称的两点分布1

P1 =

1/2 if x = a, y = −1

1/2 if x = b, y = −1
, P2 =

1/2 if x = a, y = −1

1/2 if x = b, y = +1
,

P3 =

1/2 if x = a, y = +1

1/2 if x = b, y = −1
, P4 =

1/2 if x = a, y = +1

1/2 if x = b, y = +1
,

(1.1)

由于训练集中只有一个数据点的信息，则算法对另一个点的判断完全是随
机的。例如，若训练集是 x = a, y = +1, 则若算法判定 x = b 时 y = −1，
则会在 P1,P3 上测试误差超过 1/2；反之，则会在 P2,P4 上测试误差超过
1/2。综合来看，无论多么强大的算法，一定会在至少一半的分布上测试误
差超过 1/2，因此，若记在 D 上训练的参数为 ŵ(D)，在 P 上计算的测试
误差记为 L(·;P)。此时可得：

ED
1

4

∑
i∈[4]

L(ŵ(D);Pi) ≥
1

2
∗ 1

2
=

1

4
.

我们可以将其扩展到一般的结果中（情况类似，请读者自行证明！），注
意到此时每个 x 均有 ±1 两种取值，共 22m 种情况。由此当训练集内参数
数量少于 m/2 时：

ED
1

22m

∑
i∈[22m]

L(ŵ(D);Pi) ≥
1

4
.

由于期望（均值）一定小于最大值，因此至少存在一个分布 P0，使得

EDL(ŵ(D);P0) ≥
1

4
.

利用一些代数的基本技巧2，可得以概率至少 1/7，有

P(EDL(ŵ(D);P0) ≥
1

8
) ≥ 1/7.

1这里有一个常见的直觉：由于我们对数据集没有任何假设，那么定义一些对称的分布往往能够帮助我
们获得下界。

2对任意随机变量 X，若 0 < X < 1，则有 EX ≤ P(X ≥ 1/8) × 1 + (1 − P(X ≥ 1/8)) × 1/8。
证明该不等式的技巧是将期望写为积分形式。这里的常数 1/8 可以自行选择。
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1.4 机器学习理论摘要

我们的核心目标是证明训练出的模型 hŵ 满足

L(hŵ)− min
h

L(h) ≈ 0.

根据上一节的讨论，我们经常在一个函数族里训练机器学习模型，因此我们
考虑这样的拆分3

[L(hŵ)− min
h∈H

L(h)]︸ ︷︷ ︸
Excess Risk

+ [min
h∈H

L(h)− min
h

L(h)]︸ ︷︷ ︸
Approximation Error

≈ 0.

在这里，第一项是我们在机器学习理论中经常需要处理的项：超额风险
(Excess Risk)，它衡量了一个模型和最好的模型相差多少。第二项是表达误
差，代表了函数族 H 在多大程度上涵盖了最优的函数 hw∗。这里我们将 H
中达到最低测试误差的函数记为 hw∗，这常常是不唯一的。
接下来，我们考虑超额风险的分解：

L(ŵ)− L(w∗) = [L(ŵ)− Ln(ŵ)]︸ ︷︷ ︸
Generalization Gap

+ [Ln(ŵ)− Ln(w
∗)]︸ ︷︷ ︸

Training Error

+Ln(w
∗)− L(w∗)︸ ︷︷ ︸

Small Term

.

(1.2)

第一项 L(ŵ) − Ln(ŵ) 代表了模型的泛化误差，是一个我们经常处理的项。
第二项 Ln(ŵ) − Ln(w

∗) ≤ Ln(ŵ) − minw Ln(w) 和模型的训练误差有关。
当 ŵ 能够最小化训练误差时（人们称这种情况为 ERM, Empirical Risk
Minimization），这一项一定小于 0。第三项 Ln(w

∗)−L(w∗) 一般是一个很
小的项，我们通常可以利用集中不等式（如 hoffding 不等式）证明。
根据上述表述，我们可以拆分机器学习理论为以下三个方面

1. 表达能力：minh∈H L(h)− minh L(h);

2. 优化能力：Ln(ŵ)− minw Ln(w);

3. 泛化能力：L(ŵ)− Ln(ŵ).

机器学习理论的终极目标，就是证明上述三个界均约等于 0。

3当定义超额风险时，我们往往需要定义是超过什么的风险。在本书中，我们默认超额风险定义在一个
函数族的最优误差上，即；L(hŵ)− minh∈H L(h)；也有其他教材将超额风险定义在贝叶斯最优误差上，
即 L(hŵ) − minh L(h)。



第二章 k 近邻算法与维度灾难

“ Tell me with whom you associate, and I will tell you who you are ”
–Goethe

2.1 k 近邻算法

A : Das ist eine deutsche Redewendung.

D : C'est une expression française.C : Это русская фраза.

B : 日本語のフレーズだ。

背景知识：

E : これは何語ですか？

问题：请问E属于哪种语言？

请观察上述四种语言。请问语句 E 属于哪种语言？

相信大部分读者并没有系统学习过这四种语言。然而，绝大多数人都能
正确选择 B 选项。其原因是 E 中的文字与 B 更为接近。在现实中，人们常
常这样思考。当遇到一个新问题时，我们可以将其与曾经见过的问题进行比
对并找出相似案例，从而得出新问题的判断。这就是 K 近邻算法（K-NN,
K-nearest neighbor）的核心思想。
我们将上面的想法正式地表述出来。在 K-NN 中，我们首先从训练集

中找到 K 个与测试点最近的样本，这些样本的标签的众数即为我们的预测
结果。其算法可以概括为算法1。

确定 K 值，即选择的最近邻居的数量。计算测试点与训练集中每个点
之间的距离。找出距离测试点最近的 K 个训练样本。根据这 K 个样本的标
签，确定测试点的预测标签。

在 K-NN 中，还有两个关键问题需要考虑：

7



8 第二章 K 近邻算法与维度灾难

Algorithm 1 K 近邻算法
输入： 训练数据集 {zi = (xi, yi)}i∈[n]，测试点 x′，近邻数 K，数据间的
度量函数 D(·, ·) : Rd × Rd → R;

1: 对每一个数据点 zi，计算 Di = D(x′,xi);
2: 找到距离 z′ 最近的 K 个样本点 I = {i :

∑
j∈[n] I(Di < Dj) ≤ n−K};1

输出： yi, i ∈ I 的众数，即 ŷ = arg maxci

∑
i∈I I(yi = ci)。

Generated Data K-NN（K = 5） K-NN（K = 250）

Feature 1 Feature 1 Feature 1

F
e
a

tu
re

 2

F
e
a

tu
re

 2

F
e
a

tu
re

 2

图 2.1: 在 K-NN 算法中，随着超参数 K 的增加，决策边界趋向平滑与稳定

Q1. 如何选择最优的超参数 K：一个最简单直接的办法是使用交叉验证
(cross-validation)。一般来说，较小的 K 会使得决策边界更加陡峭，而
较大的 K 会使得决策边界更加平滑。

Q2. 如何判断“最近”：对于不同的数据分布，我们有时会选用不同的度量
函数来判断“最近”。最常用的度量函数即为欧氏距离，也有马氏距离、
曼哈顿距离、切比雪夫距离等其他距离度量方法。我们将在拓展内容
中介绍不同距离的计算方法。

2.2 维度灾难

接下来，我们考虑 K-NN 的算法性质。为了简单起见，我们接下来只
考虑 K = 1 的情况。当 K = 1 时，对于任意的测试样本，我们只需要考
虑训练集中与其最近的样本。在训练样本足够大时，测试样本与训练集中最
近的样本可以足够接近。因此，只要测试样本不在决策边界且样本无噪声，
K-NN 就是一个完美分类器。基于这样的直觉，我们可以得到以下定理。
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图 2.2: 样本不在决策边界且无噪的情况下，当训练样本充足时，KNN 可以
达到完美分类器

定理 2.1 (K-NN 是完美分类器). 假设数据无噪，即 y = f(x) 是一
个确定性函数。此时，对于任意不在决策 δ-边界上a的样本 (x′, y′)，
其对应 1-NN 的输出 ŷ 一定满足

lim
n→∞

P(ŷ = y′) = 1.

a点 (x′, y′) 不在决策 δ-边界上，即满足以下两个条件的点：(a) 对于任意 (x0, y0)，如果
D(x0,x

′) ≤ δ，一定满足 y0 = y′；(b) 存在 ϵ > 0 使得 P(x0 : D(x0,x
′) ≤ δ) > ϵ。

定理 2.1的证明. 根据上述不在 δ-决策边界的定义，对于测试点 (x′, y′)，一
定存在一个集合 S = {x : ∥x− x′∥ ≤ δ} 使得：
(a) 任取 x0 ∈ S, 若其在样本的可行域内，其对应的标签 y0 = y′；
(b) 该集合在特征空间中非空，即存在 ϵ > 0 使得 P(S) > ϵ。
此时，根据 1-NN 的算法，若在训练集中存在 S 中的点 x0，则其输出 ŷ 一
定为 y0 = y′。因此，模型预测正确的概率大于在训练集中取得这样的 x0 的
概率

P(ŷ = y′) ≥ 1− (1− P(x : ∥x0 − x′∥ ≤ δ))n = 1− (1− ϵ)n.

当 n → ∞ 时，此概率趋向于 1。

从上面的定理，我们可能会认为 K-NN 已经是一个完美分类器了。然
而，事实并非如此。从上述推导可以看出，完美分类的前提是训练集足够
大，以至于能够覆盖整个特征空间，这在高维空间中是非常困难的，因为随
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着维度的增加，所需的样本数量呈指数级增长。这被称为维度灾难 (curse of
dimension)。

定理 2.2 (K-NN 与维度灾难). 存在至少一个分布，使得对任意 K，
K-NN 达到 ϵ 误差时所需的样本至少为

Ω(ϵ−d).

这里，d 表示特征空间的维度。这个公式说明了维度对于所需样本数量
的影响。随着维度的增加，需要大量的样本来保证分类的准确性。这就是所
谓的维度灾难，即在高维空间中，分类器的性能会因为样本数量的不足而
急剧下降。维度灾难时机器学习中常见的问题，我们可以从两个角度理解
K-NN 的维度灾难。

1. 高维空间距离函数的维度灾难。在 d 维空间（d → ∞）中，定义标
准正方体为边长是 1 的正方体，其体积为 1。与之对比，边长为 0.9 的正方
体体积为 0.9d → 0，而边长为 1.1 的正方体体积为 1.1d → ∞。如果我们希
望用边长为 ϵ 的小正方体2充满这个正方体，我们需要的小正方体数量至少
是 (1/ϵd) 个。换个角度来说，如果我们在高维空间中随机取点，其分布常
常极其稀疏。为了尽量填满整个空间，我们需要的样本点数至少是指数多个
Ω(1/ϵd)。

2. K-NN 未对分布产生任何限制。注意到 K-NN 实际上可以拟合任意
数据分布，其符合 No-Free-Lunch 定理的适用条件。实际上，在没有限制数
据分布的情况下，任何分类器均会导致维度灾难。因此，我们需要通过限制
模型复杂度（例如在一个函数族内考虑模型）等方式隐式地限制数据分布，
详细内容可以参考上一章的 PAC-Learning 框架。更多的理论分析可以参考
Shalev-Shwartz et al.[1](263 页)。

2这能保证在 L∞ 度量下每个正方体内的点都是距离较近的点。



第三章 决策树与模型表达能力

“ Decision is a collection of rules ”

3.1 决策树算法

我们再来看一下第二章的引入例子。

A : Das ist eine deutsche Redewendung.

D : C'est une expression française.C : Это русская фраза.

B : 日本語のフレーズだ。

背景知识：

E : これは何語ですか？

问题：请问E属于哪种语言？

请观察上述四种语言。请问语句 E 属于哪种语言？

在第二章中，我们使用了 K-NN 算法成功找到了接近的语言。一些读
者可能会采用不同的策略。首先，我们可以归纳四个选项的语言特点。例如，
A 选项全部使用了英文字母，B 选项的文字有很多横平竖直的特点，D 选
项在文字内有一个’ 符号，如果没有上述特征，则只能为 C 选项。此时，我
们再看 E 选项的文字，就能够看出其拥有和 B 选项类似的特点。因此我们
选择 B 选项。
在上述思考过程中，我们在推断过程并没有重新参考训练集，通过在训

练集中归纳出的特征，使用特征进行 if-then 判断。这种模型被称为基于规
则的模型 (rule-based model)。然而，单纯的一条规则在现实生活中往往是
不够的。因此，我们可以使用一棵树的结构来整理这些规则。这就是决策树
(Decision Tree)。

决策树的主要构成包括结点和有向边。每一个有向边代表一个决策规
则，最终样本从最上方的根结点依照规则被分类到最终的叶结点上。对于每

11
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英文字母？True False

E : これは何語ですか？

A : Das ist eine deutsche 

Redewendung.
横平竖直？True False

B : 日本語のフ
レーズだ。

C : Это русская 

фраза.

单引号'？True False

D : C'est une

expression française.

图 3.1: 利用决策树判断语句 E 属于哪种语言

一个叶结点而言，其均代表了一个分类的 if-then 判断。因此决策树可以被
视为是 rule-based model 的集合。
用决策树做推断是相对容易的，我们只需要根据有向边的规则对每一

个测试样本进行判断，并最终输送到叶结点上。考虑这个例子（图3.2）：假
设我们是一位骨科医生，拥有一万个历史患者的病历信息。通过决策树，我
们可以快速通过已有规则判断新患者是否存在脊柱后凸的风险。与之相比，
如果使用 K-NN 算法，每当有新患者来访，我们都需要遍历所有一万名患
者，计算并存储距离。因此决策树往往比 K-NN 具有更短的推断时间。

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ≥ 8.5?

s
ta

rt

age

5

10

15

15              10               5             0

𝑎𝑔𝑒＜4.6?

𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 ≥ 14?

𝑎𝑔𝑒 ≥ 9.2?

00 0.14 0.57 0.58

Yes No

提问：一位10岁患者，在5岁时进行了手术，则其术后患病概率为？ 回答：58%

图 3.2: 利用决策树快速推断患者是否具有脊椎后凸风险

然而，如何根据训练集生成一棵决策树？一般来说，人们通常使用贪婪
算法 (greedy)。在贪婪算法中，我们从只有一个根结点的决策树出发。每一
步我们只生成一个叶子结点。最终获得一棵完整的树。在这个流程中，我们
应该考虑以下问题

Q1: 选择什么样的特征生成叶子结点：生成叶子结点的目的是为了在推断
时对所给出的标签拥有更高的确定性，也就是选取不确定性更小（增
益更大）的特征划分叶子结点。熵、错误分类率、基尼系数是常用的
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Algorithm 2 决策树算法 DT(Z)

输入： 训练数据集 Z = {(xi, yi)}i∈[n]，增益度量函数 G(·);
1: if 当前节点所有训练集样本属于同一类别 y0 then
2: return 叶子结点类别 y0；
3: else
4: 通过增益度量函数 G(·) 选取增益最大的特征 F；
5: 并将数据集按特征 F 的不同取值分为 Z1 与 Z2；
6: 构建子树 T1 = DT(Z1) 与子树 T2 = DT(Z2)；
输出： 一棵完整的分类决策树，包含每个决策节点以及最终叶子结点类别

y0。

度量指标。

Q2: 何时终止生成叶子结点：我们期望在叶子结点中消除不确定性，因此
叶子节点中相同标签的样本越多越好。叶子结点中所有样本具有相同
标签时，这便是最简单的终止条件。

Q3: 应用何种剪枝策略：剪枝的根本目的是为了减少模型的复杂性，减少
过拟合。预剪枝和后剪枝是两种常见的剪枝策略。

决策树的具体流程可被总结在算法2中。

3.2 模型表达能力

我们永远无法让一个只会中文的人独自写出阿拉伯语。正如我们很难
让一个模型拟合世界上的所有函数。那么，对于决策树而言，它究竟能表达
什么样的函数呢？

我们接下来介绍一个定理，说明当我们不限制决策树的大小时，决策树
能够近似表达任意 Lipschitz 函数。

定理 3.1 (决策树的表达能力). 对任意的 L-Lipshitz 且定义域有界的
函数 f(·) 和给定的 ϵ，均存在一个决策树 Tree(·)，使得对任意给定
x，满足

|f(x)− Tree(x)| ≤ ϵ.
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𝑑𝑑 = 5 𝑑𝑑 = 50 𝑑𝑑 = 500

图 3.3: 决策树能够轻松分割任意随机数据

这种研究模型自身能够近似拟合何种函数族的性质，被称作模型的表
达能力（expressivity/representation）。研究表达能力是非常重要的，因为
表达能力欠缺的模型常常会出现欠拟合的问题。例如，线性模型在表达能力
方面往往是不足的，而神经网络则具备相对较好的表达能力。一个著名的结
论（一致逼近定理）是：在一定条件下，无限宽的两层神经网络可以逼近任
意光滑函数。在这类研究工作当中，我们通常会关注模型的规模大小（比如
决策树里结点的数量）与表达误差（如定理中所涉及的 ϵ）之间的关系。

定理3.1的证明. 我们首先注意到：根据决策树的决策形式，函数 Tree(·) 是
一个分段常数函数，即满足形式

Tree(x) = yi, if x ∈ [al1, a
u
1 ]× [al2, a

u
2 ]× · · · × [ald, a

u
d ],

这里 x ∈ Rd. 接下来，我们证明任意这样分段常数函数均可由决策树
进行表达。如图3.3所示，对于任意分段常数函数，我们均可以构造一棵决
策树，其中每一层为一个特征，每层中的每个结点均代表了该特征的一个分
割点。

我们可以证明任意 Lipschitz 函数可以由这样分段常数函数进行近似。
对任意 L-Lipschitz 函数，设其每个维度上的定义域界为 [−M,M ]。我们将
其定义域每隔 ϵ/L 进行分离，则共有 (2ML/ϵ)d 个分割点，且每个分割点
内任意两点 x,x′ 的距离1满足

∥x′ − x∥∞ ≤ ϵ/L.

1注意到这里我们使用了 ℓ∞ 范数。不同范数间存在着一个转化关系，因此我们后文不会特别突出是几
范数。
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接下来我们考虑任给的一个分割点，若设该分段常数函数在分割点间的值
为 Tree = f(x′)，其中 x′ 为分割点间给定的任意一点，则对任意的分割点
间的点 x，均有

|Tree − f(x)| = |f(x′)− f(x)| ≤ L∥x′ − x∥ ≤ ϵ.

因此，对任意给定的 x，均有

|Tree(x)− f(x)| ≤ ϵ.
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第四章 线性函数与凸优化

“ The non-linear world is reluctantly understood through linear models ”

4.1 线性回归

正如我们在第一节介绍的那样，机器学习的一个重要目标是寻找一个
函数 f，使得 f(x) ≈ y。然而，直接描述任意一个函数 f 是十分困难的，这
通常需要无穷个样本点才能实现。因此，在机器学习中，人们通常只考虑一
组函数的集合，即函数族 (function class)，并使用参数 (parameter) 来表达
函数族中的每一个函数。

线性函数族是机器学习中最基本的函数族之一，可以表示为：

F = {f(x) = w⊤x : w ∈ Rd},

其中 w 是一个 d 维的参数向量，它能够代表函数族中的线性函数 w⊤x。由
此，原有的寻找映射 f 的任务转化为寻找最优的参数 w，使得 w⊤x ≈ y。

在线性函数族中寻找最优参数，最常见的模型即为线性回归，这时我们
使用均方误差（Mean Squared Error, MSE）作为损失函数，其定义为：

MSE(w) =
1

n

n∑
i=1

(yi −w⊤xi)
2 =

1

n
∥Y −Xw∥2,

其中 n 代表样本数量，(xi, yi) 代表第 i 个样本。为简化符号，我们重新记
X = [x1,x2, · · · ,xn]

⊤ ∈ Rn×d 与 Y = [y1, y2, · · · , yn] ∈ Rn。通过最小化这
个损失函数，我们能够得到训练集上的最优参数 ŵ。

ŵ =
(
XX⊤)−1

X⊤Y =

∑
i∈[n]

xix
⊤
i

−1 ∑
i∈[n]

xiyi.

17
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证明. 考虑 MSE 损失的导数可以被写为

∇wMSE(w) = − 1

n
X⊤(Y −Xw) = − 1

n
(XY −X⊤Xw).

令导数为 0，可解得

ŵ = (XX⊤)−1X⊤Y.

4.2 逻辑斯蒂回归

在线性回归里，我们重点关注的是回归任务。而在分类任务中的线性模
型即为逻辑斯蒂回归 (logistic regression)。

10.0 7.5 5.0 2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0
x

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

y

Plot of the function: ex

1 + ex

图 4.1: 当 ŷ ≈ 0.5 时，损失的变化相对更加剧烈

在逻辑斯蒂回归中，考虑分类数据 (x, y) ∈ Rd×{0, 1}。此时，由于标签
只有 0�1两个取值，MSE损失函数不再合理，举例来说，ŷ = 0.6与 ŷ = 0.8

差别很小，而与 ŷ = 0.4 差别很大。因此，我们考虑损失函数 cross-entropy

CE(w) = y log ŷ + (1− y) log(1− ŷ),

这里 ŷ = exp(w⊤x)
1+exp(w⊤x)

∈ (0, 1)。如图4.1所示，在 w⊤x ≈ 0，即 ŷ ≈ 0.5 时，
损失的变化相对更加剧烈。

然而，和线性回归不同的是，逻辑斯蒂回归无法获得关于 ŵ 的显式解。
因此，我们需要使用梯度下降的方法寻找 ŵ。
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4.3 梯度下降

在逻辑斯蒂回归中，我们希望能够找到一个合适的 ŵ 最小化 CE(w)。
我们将这个问题抽象成下列优化问题

min
w∈Rd

g(w).

我们想象 w 是一个地图上的二维经纬度，而 g(w) 是对应的三维高度。
因此，可以近似想想成一个山峰，而我们的目标则是找到高度最低的地方。
就像图4.2展示的那样。然而，我们如何能够找到下山的途径？

图 4.2: 当身处局部一点，我们无法直接看到全局最优路径

首先，我们很难获得整个山峰的情况（这可能需要指数数量级的 w 和
对应的 g(w)取值），因此我们选择使用函数的局部信息。同时，一下子找到
最优解是十分困难的，因此我们选择使用迭代算法。此时，一个常见的策略
是贪婪算法。既然我们无法保证整个路径最优，我们便退而求其次，希望至
少在每一步都是较优的，也就是我们希望每一步都是在下山。如何做到这件
事呢？我们可以用函数的梯度（导数）信息来实现。正如图4.3展示的那样，
在梯度为正的位置，我们希望能向左走，在梯度为负的位置，我们希望能向
右走。

因此，梯度下降算法（Gradient Descent, GD）应运而生。在 GD 里，
我们首先随机初始化一个参数 w[0]，而后使用迭代

w[t+ 1] = w[t]− ηt∇g(w[t]), (4.1)

这里 ηt 代表学习率，代表每一次迭代的强度。

接下来我们证明 GD 的有效性。我们首先关注下面的图4.4，函数二收
敛到最低点仅需 32 步，函数一收敛到最低点需要 315 步。相比之下，函数
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图 4.3: 梯度的正负影响了 GD 算法叠代的方向
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图 4.4: 在相同初始点和学习率下，更平滑的函数通常能更快达到最低点

二 GD 可以很好的优化，而函数一就比较难。这其中的区别在于函数的光
滑性 (smoothness)。

定义 4.1 (光滑性, Smooth). 函数 g 被称为 M -smooth 或 M -光滑，
如果对任意 w ∈ Rd, 其满足

∇2g(w) ⪯ MI.

紧接着，定理4.1将会证明：在原函数 g 是光滑且学习率不高的情况下，
只要梯度不为 0 ，则 GD 的每一步都能够降低 g(w)。

定理 4.1 (GD 与光滑性). 当 g(w) 是 M -光滑时，如果学习率满足
ηt ≤ 1/M，则 GD 满足

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2.
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定理4.1的证明. 对 g(·) 在 w[t] 处做泰勒展开，可得

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(w[t+ 1]−w[t]) +
M

2
∥w[t+ 1]−w[t]∥2.

代入迭代式(4.1), 可得

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt∥∇g(w[t])∥2 + Mη2t
2

∥∇g(w[t])∥2

= g(w[t])− ηt

(
1− Mηt

2

)
∥∇g(w[t])∥2.

因此，当 ηt ≤ 1/M，可得

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2.

事实上，当 ηt < 2/M 时，GD 的每一步对函数均有提升。但为了简便我们
只考虑了 ηt ≤ 1/M 的情况。

从定理4.1可知，GD的每一步都会让原函数 g(w)至少降低 ηt

2
∥∇g(w[t])∥2。

上述定理保证了在导数不为 0 的时候，通过选取合适的学习率，GD 在每一
步都能降低函数值。然而，这最多能够说明在收敛情况下 GD 会收敛到梯
度为 0 的地方。如何保证 GD 能够收敛到训练误差最小的解？我们接下来
会利用凸优化的相关知识回答这个问题。

4.4 凸训练与梯度下降

𝑦

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

𝑥

𝑦

𝑥

A B

C D

观察下列图像，哪个能被 GD 优化到全局最优点？
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显然，如果使用 GD，A,B 曲线都有可能卡在中间。而曲线 C 当学习
率选取合适时一定可以收敛到全局最优，就像我们随机放一个玻璃球它一
定可以滚到最低点。这种函数即为凸函数 (convex)。我们给出严格的凸函数
定义。

定义 4.2 (凸函数与强凸函数). 函数 g 被称为凸函数，如果对任意
w ∈ Rd, 其满足

∇2g(w) ⪰ 0�

这里我们用 A ⪰ B 指代 A − B 矩阵半负定。此外，函数 g 被称为
µ-强凸函数，如果对任意 w ∈ Rd, 其满足

∇2g(w) ⪰ µI.

在凸函数里，梯度为 0 的解一定是全局最优解。因此我们可以证明，在
凸函数（定理4.2）或强凸函数（定理4.3）条件下，GD 能够到达函数最小
值。

定理 4.2 (GD 与凸函数). 当 g(w) 是 M -光滑且凸时，如果学习率
满足 ηt < 1/M，则

g(w[T ])− g(ŵ∗) ≤ ∥w[0]−w∗∥2∑
t∈[T ] 2ηt−1

.

因此，当 ηt = η 为常数时，GD 的收敛速率a为 1
t
。

a一般情况下我们考虑 ∥w[0] − w∗∥2 为一个常数。

定理4.2的证明. 记函数的全局最小值点为 ŵ∗。根据凸函数的定义和泰勒展
开，我们可知：

g(ŵ∗) ≥ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(ŵ∗ −w[t]).

带入迭代式4.1并消掉梯度项，可得

g(ŵ∗) ≥ g(w[t])− 1

ηt
(w[t+ 1]−w[t])⊤(ŵ∗ −w[t]). (4.2)

注意到这里我们将导数代为参数。同样的操作我们可以处理定理4.1的结论，
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可得

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 = g(w[t])− 1

2ηt
∥w[t+ 1]−w[t]∥2.

(4.3)
将式(4.2)中的 g(w[t]) 带入式(4.3)的结果，可得

g(w[t+ 1]) ≤g(ŵ∗) +
1

ηt
(w[t+ 1]−w[t])⊤(ŵ∗ −w[t])− 1

2ηt
∥w[t+ 1]−w[t]∥2

=g(ŵ∗) +
1

2ηt
(w[t]−w[t+ 1])⊤(w[t] +w[t+ 1]− 2ŵ∗)

=g(ŵ∗) +
1

2ηt
((w[t]−w∗)− (w[t+ 1]−w∗))⊤((w[t]− ŵ∗) + (w[t+ 1]− ŵ∗))

=g(ŵ∗) +
1

2ηt
(∥w[t]−w∗∥2 − ∥w[t+ 1]−w∗∥2),

将上式变形后按 t 累加，可得（这一步一般被称为 telescoping）∑
t∈[T ]

2ηt−1(g(w[t])− g(ŵ∗)) ≤ (∥w[0]−w∗∥2 − ∥w[T + 1]−w∗∥2) ≤ ∥w[0]−w∗∥2.

同时，根据光滑性性质，g(w[t])的值单调递减，即 g(w[T ]) ≤ g(w[T −1]) ≤
· · · ≤ g(w[0])，因此

g(w[T ])− g(ŵ∗) ≤
∑

t∈[T ] 2ηt−1(g(w[t])− g(ŵ∗))∑
t∈[T ] 2ηt−1

≤ ∥w[0]−w∗∥2∑
t∈[T ] 2ηt−1

.

定理 4.3 (GD 与强凸函数). 当 g(w) 是 M -光滑且 µ-强凸时，如果
学习率满足 ηt < 1/M，则

g(w[T ])− g(ŵ∗) ≤ exp

−µ
∑
t∈[T ]

ηt−1

 (g(w[0])− g(ŵ∗)).

定理4.3的证明. 为了得到和最优值的距离，我们需要获得 g(w[t]) − g(ŵ∗)

的迭代式。首先，回忆光滑性的结论

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2.

⇔g(w[t+ 1])− g(ŵ∗) ≤ g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2.
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为了得到 g(w[t])−g(ŵ∗)的迭代式，我们需要用强凸性质处理 ∥∇g(w[t])∥2。
利用强凸性，将函数 g(ŵ∗) 在 w[t] 处展开

g(ŵ∗) ≥ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(ŵ∗ −w[t]) +
µ

2
∥ŵ∗ −w[t]∥2.

注意在需要处理的 ∥∇g(w[t])∥2 中并没有出现 ŵ∗ 项。因此我们考虑将右侧
的 ŵ∗ 项进行放缩。注意到右侧对 ŵ∗ 是一个二次函数，且二次函数的最小
值取在 ŵ∗

0 = w[t]− 1
µ
∇g(w[t]) 处，因此

g(ŵ∗) ≥ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(ŵ∗
0 −w[t]) +

µ

2
∥ŵ∗

0 −w[t]∥2

= g(w[t])− 1

2µ
∥∇g(w[t])∥2.

(4.4)

将这里得到的 ∥∇g(w[t])∥2 项带入上式，可得

g(w[t+ 1])− g(ŵ∗) ≤g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2

≤g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
µ
(g(w[t])− g(ŵ∗))

=(1− ηtµ)(g(w[t])− g(ŵ∗)).

进一步的，将上式进行迭代，并由 exp(−x) ≥ 1− x 可得

g(w[T ])− g(ŵ∗) ≤ exp

−µ
∑
t∈[T ]

ηt−1

 (g(w[0])− g(ŵ∗)).

4.5 随机梯度下降

根据 GD 的迭代 w[t+ 1] = w[t]− ηt∇g(w[t]), 带入机器学习的损失函
数 g(w[t]) = 1

n

∑n
i=1 ℓ(yi, fw(xi)) 可得

w[t+ 1] = w[t]− ηt
1

n

n∑
i=1

∇ℓ(yi, fw(xi)).

注意到在 GD 里，我们需要对每一个样本的损失函数进行求导。然而，真实
的训练环境中，我们经常面临着计算资源有限的问题。而计算导数往往又是
开销很大的步骤之一。因此，我们接下来要介绍随机梯度下降（Stochastic
Gradient Descent, SGD），它能够极大降低 GD 中的计算难度。
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大数定律告诉我们，通过样本均值可以估计总体均值。如果我们把∑n
i=1 ∇ℓ(y, fw(x)) 用其中的一项去替代，其仍然是无偏的。从这个直觉出

发，在 SGD 中，我们不再在每一步中计算每一个样本的导数，而是在每一
步中只计算一个或多个样本的导数，这被总结为如下迭代

w[t+ 1] = w[t]− ηt
1

n

∑
i∈It

∇ℓ(yi, fw(xi)),

其中，It 为每一次 SGD 抽取的样本标号，其可能是一个样本，也可能是一
组样本。当 It = [n] 时，SGD 等价于 GD。

在优化的理论分析中，我们常常将这个随机梯度建模成真实梯度加上
一个随机噪声，即

w[t+ 1] = w[t]− ηt(∇g(w[t]) + ξt),

其中 ξt 是满足期望 Eξt = 0，方差 V(ξt) ≤ σ2 的独立随机噪声。在 SGD
中，我们面临着这样一个 tradeoff：当 |I| 较大，则占用资源变多，I 较小，
则梯度噪声过大，训练不够稳定。在实践中可以通过交叉验证确定 |I| 的大
小。类似于 GD，我们仍然可以在定理4.4中得到在光滑条件下每一步的提升

定理 4.4 (SGD 与光滑性). 当 g(w) 是 M -光滑时，如果学习率满足
ηt ≤ 1/M，则 SGD 满足

Eg(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2,

这里的期望加在梯度噪声 ξt 上。

和 GD 比较，SGD 多了一项由噪声带来的损失 ηt

2
σ2。

定理4.4的证明. 整体证明流程非常类似于 GD的部分。首先，对 g(·)在 w[t]

处做泰勒展开，可得

g(w[t+ 1]) ≤ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(w[t+ 1]−w[t]) +
M

2
∥w[t+ 1]−w[t]∥2.

代入迭代式并取期望 Eξi = 0,Vξi = σ2，可得

Eg(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt(1−
Mηt
2

)∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2.
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当 ηt ≤ 1/M，可得

Eg(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2.

4.6 凸训练与 SGD

类似于 GD，我们可以得到如下定理4.5来关注凸训练与 SGD 的结果。

定理 4.5 (SGD 与凸函数). 当 g(w) 是 M -光滑且凸时，如果学习率
满足 ηt < 1/M，则

g(w̄[T ])− g(ŵ∗) ≤ ∥w[0]−w∗∥2∑
t∈[T ] 2ηt

+

∑
t∈[T ] η

2
t σ

2∑
t∈[T ] ηt

.

因此，当 ηt = η 为常数时，

g(w̄[T ])− g(ŵ∗) ≤ ∥w[0]−w∗∥2

2ηT
+ ησ2.

通过令 η = 1√
Tσ
，其收敛率约为 O(1/

√
T ).

定理4.5的证明. 与定理4.2的证明类似。首先我们处理凸性质部分，注意到
（类似于式(4.2)）

g(ŵ∗) ≥ g(w[t]) +∇⊤g(w[t])(ŵ∗ −w[t])

= g(w[t])− 1

ηt
E(w[t+ 1]−w[t])⊤(ŵ∗ −w[t]),

(4.5)

此时的期望取在梯度噪声 ξt 上。我们其次关注光滑性质部分。首先注意到，
根据梯度噪声的定义，可得 E∥w[t + 1] − w[t]∥2 ≤ η2t ∥∇g(w[t])∥2 + η2t σ

2。
而后，与式(4.3)类似，通过上式在定理4.4中消去梯度可得（注意 ηt ≤ 1/M）

Eg(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2

≤ g(w[t])− ηt
2

E∥w[t+ 1]−w[t]∥2 − η2t σ
2

η2t
+

ηt
2
σ2

= g(w[t])− 1

2ηt
E∥w[t+ 1]−w[t]∥2 + ηtσ

2.

(4.6)
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因此，类似于凸函数的证明部分，式(4.5)和式(4.3)合并并消去 g(w[t]) 可得

Eg(w[t+ 1])− g(ŵ∗)

≤g(w[t])− g(ŵ∗)− 1

2ηt
E∥w[t+ 1]−w[t]∥2 + ηtσ

2

≤ 1

ηt
E(w[t+ 1]−w[t])⊤(ŵ∗ −w[t])− 1

2ηt
E∥w[t+ 1]−w[t]∥2 + ηtσ

2

≤ 1

2ηt
E(∥w[t]−w∗∥2 − ∥w[t+ 1]−w∗∥2) + ηtσ

2.

通过 telescoping 累加，可得

∑
t∈[T ]

2ηt−1E(g(w[t])− g(ŵ∗)) ≤E(∥w[0]−w∗∥2 − ∥w[T + 1]−w∗∥2) +
∑
t∈[T ]

2η2t σ
2

≤E∥w[0]−w∗∥2 +
∑
t∈[T ]

2η2t σ
2,

此时的期望取在整个算法上。令 w̄[T ] =
∑

t∈[T ] ηt−1w[t]∑
t∈[T ] ηt−1

为优化轨迹的加权平
均，根据 Jensen 不等式，

Eg(w̄[T ])− g(ŵ∗) =Eg(
∑

t∈[T ] ηt−1w[t]∑
t∈[T ] ηt−1

)− g(ŵ∗)

≤ 1∑
t∈[T ] ηt−1

∑
t∈[T ]

ηtE(g(w[t])− g(ŵ∗))

≤ 1

2
∑

t∈[T ] ηt−1

E(∥w[0]−w∗∥2 +
∑
t∈[T ]

2η2t σ
2)

=
1

2
∑

t∈[T ] ηt−1

E∥w[0]−w∗∥2 +
∑

t∈[T ] η
2
t σ

2∑
t∈[T ] ηt

.

注意到对于 SGD 而言，由于每一步的更新含有噪声，最后一个迭代
w[t] 往往是不稳定的。因此我们在 SGD 中往往更加关注某个加权平均如
w̄[t] 的收敛。类似于之前的技巧，我们也可以获得强凸背景下的 SGD 收敛
结果（定理4.6）。
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定理 4.6 (SGD 与强凸函数). 当 g(w) 是 M -光滑且 µ-强凸时，如
果常数学习率满足 ηt = η < 1/M，则

Eg(w[T ])− g(ŵ∗) ≤ exp (−ηT/µ)E(g(w[0])− g(ŵ∗)) +
η

2

M

µ
σ2.

此时，若选取 η = log T
T
，则收敛率为 O(logT/T )。

定理4.6的证明. 证明流程类似于定理4.3。首先，回忆 SGD的光滑性得到的
结论（定理4.4）

Eg(w[t+ 1]) ≤ g(w[t])− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2.

⇔Eg(w[t+ 1])− g(ŵ∗) ≤ g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2.

(4.7)

类似的，我们可以使用强凸函数的性质（式(4.4)），即

g(ŵ∗) ≥ g(w[t])− 1

2µ
∥∇g(w[t])∥2. (4.8)

将式(4.7)与式(4.8) 带入，并消去梯度项可得：

Eg(w[t+ 1])− g(ŵ∗) ≤g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
2
∥∇g(w[t])∥2 + η2tM

2
σ2

≤g(w[t])− g(ŵ∗)− ηt
µ
(g(w[t])− g(ŵ∗)) +

η2tM

2
σ2

=(1− ηtµ)(g(w[t])− g(ŵ∗)) +
η2tM

2
σ2.

我们进一步将上式进行迭代。为了简单起见，使用常数步长 ηt = η 可
得

Eg(w[T ])− g(ŵ∗) ≤ exp (−ηT/µ) (g(w[0])− g(ŵ∗)) +
η

2

M

µ
σ2.

此时，选取 η = oT (1) 即可得到收敛速率。
此外，若选取 ηt = Θ(1/t) 还能进一步得到更优的 O(1/T ) 的收敛结

果。



第五章 感知机模型与对偶

“ 万物皆有两端，独中又自有对”
–朱熹

5.1 感知机模型

在上一章中，我们介绍了逻辑斯蒂回归（Logistic Regression）来处理
分类任务。逻辑斯蒂回归的输出格式为

ŷ =
exp (w⊤x)

1 + exp (w⊤x)
∈ (0, 1),

并且我们需要使用 cross-entropy loss。在本章中，我们仍然考虑分类任务，
但将从另一个视角来提出不一样的输出格式与损失函数。

首先注意到，在分类任务中，线性函数的分类依据一般等价于

ŷ =

+ 1, w⊤x ≥ 0

− 1, w⊤x < 0
(5.1)

其中，模型的标签为 y ∈ {−1,+1}，对应预测为 ŷ ∈ {−1,+1}（注意到这里
等价于 y ∈ {0, 1}）。上述的逻辑斯蒂回归中，以 0.5 为阈值进行二值化后等
价于上述分类依据。作为分类依据的核心，我们希望能够直接围绕着 w⊤x

构建一个损失函数。一个自然的想法是：当 y = +1，我们希望 w⊤x 越大
越好，反之亦然。因此，我们可以构建如下的损失函数：

Lin(w) = max{−yw⊤x, 0}.

我们可以使用 SGD 对该损失函数进行训练，即获得了感知机模型的优

29
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化算法。注意到上述损失函数的导数为

∇Lin(w) =

0, yw⊤x ≥ 0

− yx, yw⊤x < 0
(5.2)

因此我们可以得到其 SGD 训练

Algorithm 3 感知机模型的训练
输入： 训练数据集 {zi = (xi, yi)}i∈[n]，学习率 η，训练步数 T ;

1: 随机选取初值 w0;
2: for t ∈ [T ] do
3: 在数据集中任选数据点 (xi, yi);
4: if yiw[t]⊤xi < 0 then
5: w[t+ 1] = w[t] + ηyixi;
输出： w[T ]。

遗憾的是，感知机的训练并不总是收敛的。也就是说，即使训练了很多
步，w[T − 1] 与 w[T ] 的值可能仍然相差很大。接下来我们考虑这样一个例
子：

Example 5.1.1 (感知机训练不收敛). 考虑一个二维平面上的数据集 D，其
中正样本包括 (1, 1), (−1,−1)，而负样本包括 (1,−1), (−1, 1)。此时，对任
意 T，均有

E∥w[T ]−w[T − 1]∥ ≥
√
2

4
η, (5.3)

其中 E 来自 SGD 算法的随机性。此外，可以进一步证明 limT→∞ w[T ] 不
存在。因此，感知机训练无法收敛。

例5.1.1的证明十分简单。由于原始样本是非线性可分的，因此在每一步
里都有至少 1/4 的概率存在错误样本，且更新强度为 ∥ηyixi∥ =

√
2η。此

外，假设当前有三个点分类正确，则算法3会不断在分类错误的点上进行迭
代，并最终使得该点分类正确。而由于数据集非线性可分，这又会使得另一
个点被分类错误，从而可知 limT→∞ w[T ] 不存在。我们在图5.1可视化了这
个例子。基于此，什么时候感知机的训练可以收敛呢？一个自然的想法是，
由于感知机是个线性模型，如果数据集线性可分，也许其能够收敛。现实情
况也确实是这样的。定理5.1证明了当数据集线性可分时，感知机能够确保
收敛。
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图 5.1: 在线性不可分的数据集上，感知机模型难以收敛

定理 5.1 (感知机收敛性). 设训练数据集 D = {(xi, yi)}i∈[n] γ-线性
可分的，即存在归一化的 w∗ 使得（此时 ∥w∗∥ = 1）

yix
⊤
i w

∗ ≥ γ. (5.4)

此时，若 ∥xi∥ ≤ R 且初始点 w0 = 0，则算法3的误分类次数 K 一
定满足（这里的误分类次数指算法3中第 4-5 步的发生次数）

K ≤ (R/γ)2.

定理5.1的证明. 我们首先关注 w[T (K)] 与 w∗ 的接近程度，这里我们用
T (K) 代表遇到 K 个误分样本时的迭代次数。这一般可以用其内积进行表
达。根据算法3的迭代式，有

w⊤[T (K)]w∗

=[w⊤[T (K − 1)] + ηyix
⊤
i ]w

∗

≥w⊤[T (K − 1)]w∗ + ηγ

≥Kηγ.

(5.5)

一般来说我们更加关注归一化后的内积，因此需要继续关注 ∥w[T (K)]∥。注
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意到

∥w[T (K)]∥2

=[w[T (K − 1)] + ηyixi]
2

=∥w[T (K − 1)]∥2 + η2∥xi∥2 + ηyix
⊤
i w[T (K − 1)]

≤∥w[T (K − 1)]∥2 + η2R2

≤Kη2R2,

(5.6)

这里我们用到了样本被误分的信息，即 yix
⊤
i w[T (K − 1)] ≤ 0。因此，我们

有

Kηγ ≤ w⊤[T (K)]w∗ ≤ ∥w⊤[T (K)]∥∥w∗∥ ≤
√
Kη2R2. (5.7)

因此误分次数存在上界

K ≤ (R/γ)2. (5.8)

5.2 感知机模型的对偶

通过观察算法3的内容可知，如果算法从 w[0] = 0 开始训练，由于每一
步的迭代都是在参数上增加 yixi，则最终得到的参数一定满足其线性组合

w[T ] =
∑
i∈[n]

αiyixi. (5.9)

其中 αi 为线性组合的系数。因此，在训练时训练 α ∈ Rn 等同于训
练 w ∈ Rd。如何训练 α？我们再返回原有的算法3中。可以发现，只有当
yiw

⊤xi < 0 时，w 进行一次更新，且更新幅度为 ηyixi。在训练 α 时，这
代表了对 αi 进行一次强度为 η 的更新。基于此，我们可以将原始的感知机
算法3等价表达为算法4。事实上，这就是感知机模型的对偶训练。
算法4与算法3的唯一区别即是迭代，原始的算法3是在 w 上进行迭代，

而算法4则是在 α 上进行迭代。根据上面的讨论，这二者是等价的。当然，
我们也可以利用式(5.9)修改损失函数搭配 SGD 进行推导。其对应的损失函
数可表达为

Lin(α) = max{−y(
∑
i∈[n]

αiyixi)
⊤x, 0}.
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Algorithm 4 感知机模型训练的对偶表达
输入： 训练数据集 {zi = (xi, yi)}i∈[n]，学习率 η，训练步数 T ;

1: 选取初值 α0 = 0;
2: for t ∈ [T ] do
3: 在数据集中任选数据点 (xi, yi);
4: if yiw

⊤xi < 0 then
5: αi[i+ 1] = αi[i] + η;
输出： w[T ] =

∑
i∈[n] αi[T ]yixi.

直接利用上式进行 SGD，这和算法4有所不同。然而，由于形式上的便利性，
人们一般倾向于选择 αi[i+ 1] = αi[i] + η 这样的迭代。

实际上，我们还可以从另一个角度查看 w[T ] =
∑

i∈[n] αiyixi 这个形
式。我们可以将原问题重新写为

min
w

max
λ≥0

1

2
∥w∥2 + 1

n

∑
i∈[n]

λi(yiw
⊤xi).

注意到，由于 λ ≥ 0，解内方程一定需要 yiw
⊤xi ≥ 0。然而，由于 w 的大

小在分类任务中并不重要（方向才是关键），因此此时的 w 会有无数个解。
为了最终能够产生唯一解，我们选择最小化 ∥w∥，即得到了上面的式子。交
换 min 和 max 的顺序，可得

max
λ≥0

min
w

1

2
∥w∥2 + 1

n

∑
i∈[n]

λi(yiw
⊤xi).

解内循环，可得最优 w =
∑

i∈[n] −
λi

n
yixi，即为式(5.9). 这一切都发生的刚

刚好！然而，为什么我们可以交换顺序？为什么获得的 w 新形式刚好和我
们的观察一致？这些并不是巧合，我们接下来会介绍对偶相关的知识。

5.3 对偶

在优化问题中，我们常常需要考虑满足特定约束的优化：

min
x

f(x)

Subject to gi(x) ≤ 0, i ∈ [I]

hj(x) = 0, j ∈ [J ]

(5.10)
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对于这样的问题，我们通常使用拉格朗日函数来近似求解。

L(x,λ,ν) = f(x) +
∑
i∈[I]

λigi(x) +
∑
j∈[J]

νihj(x). (5.11)

这里，我们将 λi, νi 称为拉格朗日乘子。此时，原问题可被转为：

min
x

max
λ≥0,ν

L(x,λ,ν) = min
x

max
λ≥0,ν

{f(x) +
∑
i∈[I]

λigi(x) +
∑
j∈[J]

νihj(x)}. (5.12)

其最优值记为 M∗
p . 注意到，这两个问题是等价的。当存在某个 gi(x) > 0

或 hj(x) ̸= 0，内问题的最优解一定是取 λ → ∞ 或 ν → ∞，从而内函数趋
于无穷。而满足约束 gi(x) ≤ 0 及 hj(x) = 0，则应取 λ = 0。从而问题等价
于 minx f(x)。

其对偶问题形式为

max
λ≥0,ν

min
x

L(x,λ,ν) = max
λ≥0,ν

min
x

{f(x) +
∑
i∈[I]

λigi(x) +
∑
j∈J

νihj(x)}. (5.13)

其最优值记为 M∗
d .

一个自然的关系是：

定理 5.2 (弱对偶定理). 对于原问题的最优值 M∗
p 与对偶问题的最

优值 M∗
d，一定成立

M∗
d ≤ M∗

p . (5.14)

定理5.2的证明. 首先，我们一定有对任意 x, λ, ν，

L(x,λ,ν) ≤ max
λ≥0,ν

L(x,λ,ν).

对等式两侧取 minx，可得对任意 λ, ν，

min
x

L(x,λ,ν) ≤ min
x

max
λ≥0,ν

L(x,λ,ν) = M∗
p .

再对等式两侧取 maxλ≥0,ν，可得

M∗
d = max

λ≥0,ν
min
x

L(x,λ,ν) ≤ min
x

max
λ≥0,ν

L(x,λ,ν) = M∗
p .
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注意到，两个式子实际上只交换了 max 和 min 的顺序，那么是否有可
能 M∗

d = M∗
p 成立呢？这就是强对偶定理。事实上，强对偶定理有诸多版

本，例如使用 Slater 条件。我们接下来证明一个稍微简单的线性版本的强
对偶定理。

定理 5.3 (强对偶定理). 考虑线性规划问题

min
x

c⊤x

Subject to Ax = b.

x ⪰ 0.

(5.15)

其中 c, b ∈ Rd, A ∈ RJ×d 为问题常数。其对偶问题可表达为

min
ν

b⊤ν

Subject to c+A⊤ν ⪰ 0.
(5.16)

记原问题的最优值为 M∗
p，对偶问题的最优值为 M∗

d，则一定成立

M∗
d = M∗

p .

定理5.3证明了在线性规划问题下强对偶定理的成立。事实上，当 f, gi

均为凸函数，且 hj 为线性函数时，强对偶定理往往成立（但并不总是成立）。
具体的条件，我们需要使用 Slater 条件（一种强对偶定理的充分条件）。

定理5.3的证明. 考虑原函数的 Lagrange 方程1

min
x

max
λ⪯0,ν

L(x,λ,ν) = c⊤x+ λ⊤x+ ν⊤(Ax− b).

其对应的对偶问题为

max
λ⪯0,ν

min
x

L(x,λ,ν) = c⊤x+ λ⊤x+ ν⊤(Ax− b).

注意到该问题对 x 而言是一个线性函数，当系数不为 0 时，其最小值一定

1注意到这里使用的是 λ ⪯ 0，这是由于原函数中是 x ⪰ 0 而非 x ⪯ 0。读者可以验证此时取 max
仍然符合原方程。
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为负无穷。因此，解内层函数可得对偶问题等价于

max
λ⪯0,ν

− b⊤ν

Subject to c+ λ+A⊤ν = 0.
(5.17)

注意到 λ 并没有参与到目标函数内，而只在约束函数中出现。因此我们可
以直接将其化简。从而我们整理可得其对偶形式

min
ν

b⊤ν

Subject to c+A⊤ν ⪰ 0.
(5.18)

注意到这个对偶形式仍然是一个线性规划问题！因此我们可以对这个
对偶形式再次取对偶，可得对偶问题的对偶形式。注意到对偶问题的对偶形
式刚好就是原问题（这件事并不总是成立）！应用两次弱对偶定理，我们即
可得到

M∗
d = M∗

p .

根据强弱对偶定理，我们可知原问题与对偶问题天然有很多联系。因此
当原问题求解受阻时，我们经常可以求助其对偶问题，从而获得原问题的诸
多性质。例如，我们可以利用对偶性质推导 KKT 条件，这是一个带约束优
化问题（在一定正则条件下）有最优解的必要条件。对约束优化问题(5.10)，
其对应的 KKT 条件为

平稳性 ∇xL(x,λ,ν) = 0;

原问题可行性 gi(x) ≤ 0, hj(x) = 0, ∀i, j;

对偶问题可行性 λi ≥ 0, ∀i;

互补松弛定理 λigi(x) = 0, ∀i.

(5.19)

前三个性质可以从原问题与对偶问题的拉格朗日形式直接得到。而互补
松弛定理可以这样非正式地理解：由于原问题和对偶问题可以视作从左右
两个角度求解目标函数最优解。而约束的放松一定会使得目标函数值变差。
因此，最终原问题和对偶问题的平衡点（最优解）一定出现在两个问题的交
界部分，即对应的约束在平衡的 λigi(x) = 0 位置。更多关于对偶、KKT 的
细节理解请参考书籍[2]。



第六章 支持向量机与一致收敛

“ 鱼，我所欲也，熊掌亦我所欲也；二者不可得兼，舍鱼而取熊掌者也”
–孟子

6.1 支持向量机 SVM

在上一章里，我们介绍了感知机算法。然而，感知机算法的收敛性依
赖于数据的线性可分。接下来我们将会介绍支持向量机 (Support Vector
Machine, SVM)，其核心内容与感知机非常像。
正如感知机算法一样，我们仍然考虑一个线性分类器。因此我们希望的

目标仍然是

w⊤x ≥ 0 if y = +1,

w⊤x < 0 if y = −1.

因此，我们希望考虑的仍然是 yw⊤x ≥ 0。考虑这一项 yw⊤x，在实践中我
们当然希望他越大越好。然而，对于同一方向但不同大小的参数，其可能有
不同的 yw⊤x，但从分类的角度来看，这两个参数实际上是等价的。因此，
一个很重要的项是

γ =
yw⊤x

∥w∥
.

这一项被我们称为几何间隔。

我们希望能够最大化每个样本的几何间隔，即

max
w

min
i∈[n]

yiw
⊤xi

∥w∥
. (6.1)

37
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这等价于
max
w

γ

Subject to yiw
⊤xi

∥w∥
≥ γ, i ∈ [n]

(6.2)

注意到在这个优化问题中，调整 ∥w∥并不会改变优化问题。因此，固定 ∥w∥
并不会改变整个优化问题。我们可以直接选取 ∥w∥ = 1/γ，从而得到优化问
题

max
w

1/∥w∥

Subject to yiw
⊤xi ≥ 1, i ∈ [n]

(6.3)

由于 1/∥w∥不凸，正如之前讨论过的，我们希望其是凸优化。幸运的是，以
上问题等价于

min
w

1

2
∥w∥2

Subject to yiw
⊤xi ≥ 1, i ∈ [n]

(6.4)

这就是 SVM 算法的核心优化目标。通过求解该问题即可得到最优的 w∗。
然而，上述算法没有考虑到数据线性不可分的情况。当模型不能线性可

分时，上述问题无解。这时，需要我们对原有的问题进行一个软间隔近似，
可以写为：

max
w

1

2
∥w∥2 + C

∑
i∈[n]

ξi

Subject to yiw
⊤xi ≥ 1− ξi, i ∈ [n]

ξi ≥ 0

(6.5)

可见，我们允许部分样本的间隔有一个 ξi 的放松。这样，SVM 就突破了只
能处理线性可分数据的限制。

6.2 一致收敛与 VC 维

在 SVM 中，我们可以优化到一个解。然而，这个解是否是我们想要的
解，其对应的泛化性质是否是好的？这需要我们进一步用泛化理论的知识进
行解答。接下来的讨论中，我们主要考虑硬间隔的 SVM 算法，即式6.4。
回顾一下，我们考虑泛化差距

L(hŵ)− Ln(hŵ) = Ezℓ(hŵ; z)−
1

n

∑
i∈[n]

ℓ(hŵ; zi). (6.6)
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上式很像是统计中的大数定律/中心极限定理，但有一些区别。在中心极限
定理中，我们要求每一项是独立同分布的，而 ℓ(hŵ; zi) 中 hŵ 即是由训练
集 {zi}ni=1 训练得到的，因此我们无法直接用中心极限定理的结果。这事
实上是泛化问题最核心、最本质的矛盾，即训练样本和模型之间的依赖性
(dependency)。为了处理这个问题，一个常用的做法是使用一致收敛。

定义 6.1 (一致收敛). 在一致收敛中，我们将泛化差距放松为

L(hŵ)− Ln(hŵ) ≤ sup
h∈H

|L(h)− Ln(h)|, (6.7)

其中 H 是一个函数族。

在一致收敛的定义中，我们通过在函数族上取 sup，使得原始的依赖性
被破坏掉。注意到 H 往往和训练无关，因此右侧又像中心极限定理的形式
了。我们可以基于此使用一些 concentration 的相关技巧。
例如，当 H 中只有有限个函数时，我们可以获得以下结果

Proposition 6.2.1. 假设 ℓ(·) ≤ B，则下式以至少 1− δ 概率成立：

sup
h∈H

|L(h)− Ln(h)| ≤
√

B2

2n
log( |H|

δ
)� (6.8)

证明. 对于每个 h，根据 hoffding 不等式，

P(|L(h)− Ln(h)| ≥ t) ≤ exp(−2nt2

B2
). (6.9)

因此，通过 union bound，有

P(max
h∈H

|L(h)− Ln(h)| ≥ t) ≤
∑
h∈H

P(|L(h)− Ln(h)| ≥ t) ≤ |H| exp(−2nt2

B2
).

(6.10)
取 t =

√
B2

2n
log( |H|

δ
) 即完成证明。

然而，对于 SVM 而言，显然 H = {sign(w⊤x)} 中含有无穷多个函数。
因此，我们需要用进一步的工具获得一致收敛的界。一个常见的思路是：将
函数族 H 切割成有穷个部分，其中每个部分的表现很一致，而后在这有穷
个部分上使用 union bound。例如，对于一个边长为 1 的 d 维正方体而言，
可以用 N = (1/ϵ)d 个边长为 ϵ 的小正方体包裹。这里的 N 代表了原始空
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间被切割的程度，与函数族 H、细分程度 ϵ，以及度量空间有关，其被叫做
覆盖数 (covering number)。在分类问题中，覆盖数的上界可以通过计算 VC
维获得。得到覆盖数之后，我们可以通过 Dudley不等式获得相应的泛化界。

Lemma 6.2.1 (基于覆盖数的泛化界). 对于一个布尔函数族 H : X →
{−1, 1}，如果 (1) 存在 dvc 个样本点能够被假设空间 H 中的函数以所有的
2dvc 种方式进行划分；(2) 对任意大小为 dvc + 1 的样本集，H 中的函数无
法满足所有的 2dvc+1 种标签分配方式，则函数族 H 的 VC 维为 dvc。此时，
函数族 H 的覆盖数为

N (H, L2(µ), ϵ) ≤
(
2

ϵ

)C1dvc

, (6.11)

其中 C1 是一个常数。进一步的，当满足通过 Dudley 不等式可以直接获得
其泛化界

E sup
h∈H

|L(h)− Ln(h)| ≤ C2

√
dvc

n
, (6.12)

其中 C2 是一个常数。

证明. 由上文的例子中我们可以直观的感受出，覆盖数 ≈ ( 1
细分程度)

维数，其
中“维数”的定义与原始空间和度量空间的选取有关。在这里，VC 维衡量
了布尔函数族的分类能力，VC 维越高意味着函数族能生成更加复杂的分类
边界，因此其可以作为对布尔函数族“维数”的刻画，式6.11的详细证明见
Vershynin[3]定理 8.3.18。

基于覆盖数，我们可以将泛化误差分解为在覆盖数集合上的误差以及
逼近误差，注意到这样的分解是和覆盖数的细分程度 ϵ 相关的，不同的 ϵ 可
以得到不同的误差上界，因此我们可以利用 Dudley 不等式在这些不同的 ϵ

尺度上做平均来得到一个多尺度的误差上界从而得出式6.12的结论，详细证
明见 Vershynin[3]定理 8.3.23。

对于 SVM 这一类的线性函数族，我们可以获得如下结果：
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定理 6.1 (SVM 的泛化界). 对于线性函数族 H = {sign(w⊤x) : w ∈
Rd}，其 VC 维为 d, 因此基于引理6.2.1，SVM 的泛化界为

E sup
h∈H

|L(h)− Ln(h)| ≤ C

√
d

n
. (6.13)

其中 C 是一个常数。

定理6.1的证明. 基于引理6.2.1的结论，我们只需证明 d 维齐次的线性函数
族 H = {sign(w⊤x) : w ∈ Rd} 的 VC 维为 d。
首先我们证明 H 的 VC 维至少为 d，选取 Rd 空间中的 d 个标准基

向量 ei（第 i 个分量为 1，其余为 0）。对于任意标签组合 [y1, y2, . . . , yd],
yi ∈ {±1}, 选取对应的权重 w = [y1, y2, . . . , yd]

⊤，则有 w⊤ei = yi。因此 H
可以正确分类这 d 个标准基向量的任意标签组合，故 H 的 VC 维至少为 d。

其次我们证明 H的 VC维不超过 d+1，在 Rd 空间中，任意 d+1个向
量 x1, . . . ,xd+1 必定线性相关，因此存在不全为 0的标量 α1, . . . , αd+1 ∈ R，
使得：

∑d+1
i=1 αixi = 0。不失一般性，假设 αi 中至少有一个是正数，定义

标签 yi = sign(αi)，若 αi ̸= 0；yi = 任意 ±1，若 αi = 0。假设存在
w 使得 sign(w⊤xi) = yi 对所有 i 成立，此时 αi 与 w⊤xi 同符号，从而∑d+1

i=1 αiw
⊤xi =

∑d+1
i=1 |αi| · |w⊤xi| > 0。这与

∑d+1
i=1 αixi = 0 矛盾，因此

H 无法正确分类 d+ 1 个点的任意标签组合，因此 H 的 VC 维小于 d+ 1。

6.3 kernel SVM

与感知机算法类似，我们可以获得式6.4的对偶形式如下

max
λ

1

2
∥λiyixi∥2 −

∑
i∈[n]

λi

Subject to
∑
i∈[n]

αiyi = 0

α ⪰ 0

(6.14)

此时参数可表达为 w =
∑

i αiyixi，对应的预测为 ŷ =
∑

i αiyix
⊤
i x。能够

证明，SVM 的原问题和对偶问题满足强对偶定理。且注意到，对偶优化问
题和最终的预测函数均与 x⊤

i xj 有关。
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事实上，现实中的数据往往都不是线性可分的，因此我们有时需要手动
构造一些特征 ϕ(x) ∈ Rdϕ 并假设数据在构造的新特征下线性可分。那么，
如果我们将原始的线性预测函数 sign(w⊤x) 改为 sign(w⊤ϕ(x))，其对偶形
式很自然的会变为如下形式：

max
λ

1

2
∥λiyiϕ(xi)∥2 −

∑
i∈[n]

λi

Subject to
∑
i∈[n]

αiyi = 0

α ⪰ 0

(6.15)

其中有关 x 的部分只有内积 ϕ(xi)
⊤ϕ(xi)。然而，一般来说构造的特征维度

远远大于原始的数据维度，即 dϕ ≫ d。因此，直接计算 ϕ(xi)
⊤ϕ(xi) 的开

销很大。幸运的是，我们可以通过 Mercer 定理降低上述内积的计算开销。

定理 6.2 (Mercer 定理). 对于函数 K(·, ·)，如果矩阵 K ∈ Rn×n 中
的每一个元素为 Kij = K(xi,xj)，且 K ⪰ 0，则可以用 K(xi,xj)

来对应代替 ϕ(xi)
⊤ϕ(xi)。

一个常见的核函数是高斯核 K(xi,xj) = exp(−∥xi − xj∥/2σ2)，其对
应的 ϕ 是一个无穷维上的函数。如果我们直接计算 ϕ(x) ∈ R∞ 对应的参数
w ∈ R∞，其计算量是完全无法接受的。然而，当我们采用了上述的核技巧
(kernel trick) 后，所有的计算便完全可以接受。

6.4 拉德马赫复杂度

当使用了核技巧后，我们就无法使用 VC维来计算泛化界了。这是因为
对应的泛化界将会是

√
dϕ/n，而往往 ϕ ≫ n （如高斯核）。因此，我们要

进一步探索函数族的拉德马赫复杂度（Rademacher Complexity）。

由于误差函数 L 是损失函数 ℓ 和分类器 h 的复合，因此接下来我们考
虑函数族 F = {f(·) = ℓ(h; ·) : h ∈ H} 的拉德马赫复杂度，其定义如下：
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定理 6.3 (Rademacher Complexity). 函数族 F 在样本集 D =

{zi}ni=1 下的拉德马赫复杂度被定义为

R(F ◦ D) =
1

n
Eσ sup

f∈F

n∑
i=1

σif(zi)� (6.16)

其中 σi 是 i.i.d.的拉德马赫随机变量满足 P(σi = 1) = P(σi = −1) =
1
2
，则通过拉德马赫复杂度可以获得相应的泛化界

E sup
f∈F

(
EZ [f(Z)]− 1

n

n∑
i=1

f(zi)

)
≤ 2R(F ◦ D)� (6.17)

定理6.3的证明. 我们首先引入“幽灵样本”D′ = {z′
i}ni=1 是与 D = {zi}ni=1

独立同分布的另一组样本，则有

ED sup
f∈F

(
Ez∼P [f(z)]−

1

n

n∑
i=1

f(zi)

)
= ED,D′ sup

f∈F

(
1

n

n∑
i=1

f(z′
i)−

1

n

n∑
i=1

f(zi)

)
.

利用独立样本 D 与 D′ 的对称性，我们有：

ED,D′ sup
f∈F

(
1

n

n∑
i=1

(
f(z′

i)− f(zi)
))

≤ ED,D′,σ sup
f∈F

(
1

n

n∑
i=1

σi

(
f(z′

i)− f(zi)
))

,

由于 D 和 D′ 独立且分布相同，且 σi 对称，所以

ED,D′,σ sup
f∈F

1

n

n∑
i=1

σi

(
f(z′

i)−f(zi)
)
≤ ED,σ sup

f∈F

2

n

n∑
i=1

σif(zi) = 2R(F ◦D).

这里用到了对称性，即 ED,D′,σ 中对 zi 与 z′
i 的贡献是相同的。

这种证明方法在统计学习理论中非常常见，利用了对称化技术从而将泛化
误差与拉德马赫复杂度联系起来。

利用 McDiarmid 不等式，我们可以得到式6.17的高概率表达式。

定理 6.4 (泛化界高概率表达式). 若对任意 f ∈ F，有 |f(·)| ≤ c 成
立，则对任意 δ > 0，以下的式子以至少 1− δ 的概率成立：对任意
f ∈ F

EZ [f(Z)]− 1

n

n∑
i=1

f(zi) ≤ 2E [R(F ◦ D)] + c

√
2 log(1/δ)

n
(6.18)
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证明. 记 Φ(D) = supf∈F
(
EZ [f(Z)]− 1

n

∑n
i=1 f(zi)

)
，可以注意到对任意

f ∈ F 均有 |f(·)| ≤ c，因此，对于函数 Φ(D) 满足以下有界变差条件：

|Φ(z1, . . . , zi, . . . , zn)− Φ(z1, . . . , z
′
i, . . . , zn)| ≤

c

n
.

根据 McDiarmid 不等式，对于满足有界差条件的函数 Φ(D)，有

P {Φ(D)− E[Φ(D)] ≥ t} ≤ exp
(
− 2t2∑n

i=1(c/n)
2

)
= exp

(
−2nt2

c2

)
.

令 exp
(
− 2nt2

c2

)
= δ 可得 t = c

√
log(1/δ)

2n
，因此，我们得到：

P

{
Φ(D) ≥ E[Φ(D)] + c

√
log(1/δ)

2n

}
≤ δ.

利用式6.17将其代上述不等式中，可以得到最后的结论：

P

{
Φ(D) ≤ E[Φ(D)] + c

√
2 log(1/δ)

n

}
≥ 1− δ.

接下来我们考虑在以下假设下，SVM 算法的泛化界：

1. 输入空间约束：所有样本满足 ∥xi∥ ≤ R。

2. 线性可分性：存在权重向量 w∗ ∈ Rd，使得对训练集 D，有 yi(x
⊤
i w

∗) ≥
1，∀i = 1, . . . , n，对应的几何间隔定义为 γ = 1/∥w∗∥。

3. 假设空间：考虑系数有界的假设空间H = {sign(w⊤x) : w ∈ Rd, ∥w∥ ≤
W}，其中 W = 1/γ。

定理 6.5 (SVM 的 Margin-based 泛化界). 基于以上三个假设，以至
少 1− δ 的概率，SVM 算法得到的分类器 ĥ 满足：

P(Y ̸= ĥ(X)) ≤ 2R

γ
√
n
+

√
log(1/δ)

2n
(6.19)

证明. 首先我们给出假设空间 H = {sign(w⊤x) : w ∈ Rd, ∥w∥ ≤ W} 的拉
德马赫复杂度上界，当输入样本满足 ∥x∥ ≤ R 时，R(H ◦D) ≤ RW√

n
.，详细
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证明见 Shalev-Shwartz et al.[1], 引理 26.10。在本定理中取 W = 1
γ
，故有

R(H ◦ D) ≤ R
γ
√
n
.

对于 SVM 常用的 hinge loss（或其它 margin loss），该函数通常是
1-Lipschitz 的，因此通过对 F = {ℓ(h(x), y) : h ∈ H} 应用收缩引理（con-
traction lemma，详见 Shalev-Shwartz et al.[1]，引理 26.9），可以得到：

R(F ◦ D) ≤ R(H ◦ D) ≤ R

γ
√
n
.

从而根据定理6.4，我们可以得到

P

{
Φ(D) ≤ E[Φ(D)] +

√
log(1/δ)

2n

}
≥ 1− δ.

其中 Φ(D) = supf∈F

(
EZ [f(Z)]− 1

n

∑n
i=1 f(zi)

)
.

最后，由于线性可分性假设保证存在理想分离超平面，因此 SVM 在
训练集上能实现零经验 hinge loss，即 1

n

∑n
i=1 ℓ

(
ĥ(xi), yi

)
= 0. 同时，由于

hinge losss 是 0-1 损失的上界，因此有

P
(
Y ̸= ĥ(X)

)
≤ E

[
ℓ(ĥ(X), Y )

]
.

故以至少 1− δ 的概率，有

P
(
Y ̸= ĥ(X)

)
≤ E

[
ℓ(ĥ(X), Y )

]
≤ 2R

γ
√
n
+

√
log(1/δ)

2n
.

进一步对于 kernel SVM，以上的三个假设条件相应的需要变为：

1. 核空间的约束：存在映射 ϕ : X → X ′，将输入映射到再生核希尔伯特
空间 X ′，且所有的样本满足 ∥ϕ(xi)∥X ′ ≤ Rϕ。

2. 特征空间上的线性可分性：存在权重向量 w∗ ∈ X ′ 使得对训练集
D，有 yi⟨w∗, ϕ(xi)⟩X ′ ≥ 1，∀i = 1, . . . , n，对应的几何间隔定义为
γϕ = 1/∥w∗∥X ′。

3. 假设空间：考虑系数有界的假设空间 Hϕ = {sign(⟨w, ϕ(·)⟩)X ′ : w ∈
X ′, ∥w∥X ′ ≤ Wϕ}，其中 Wϕ = 1/γϕ。
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利用相同的证明技术我们可以得到 kernel SVM 的 Margin-based 泛化界。

定理 6.6 (kernel SVM 的 Margin-based 泛化界). 基于以上三个假
设，以至少 1− δ 的概率，SVM 算法得到的分类器 ĥ 满足：

P(Y ̸= ĥ(X)) ≤ 2Rϕ

γϕ
√
n
+

√
log(1/δ)

2n
(6.20)



第七章 正则与算法稳定性

“ Numquam ponenda est pluralitas sine necessitate ”
–Ockham

7.1 正则化

在训练模型时，我们常常希望训出的模型能够满足一定性质。这通常可
以通过正则化 (regularization) 实现。在正则中，我们考虑损失函数

min
w

1

N

∑
i∈[n]

ℓ(yi, fw(xi)) + λR(w), (7.1)

其中，R(w) 为正则项 (regularizer)，λ 为正则强度。

为了更好说明正则的意义，我们考虑这样一个例子。在机器学习中，我
们经常面临模型过大以至于难以部署的问题。为了解决这一问题，我们希望
将大模型转化为更小的模型，同时尽量保持其性能。这个过程通常被称为模
型剪枝（pruning）。一种直接的方法是首先训练一个大模型，然后删除那些
较小的参数。这种方法虽然直观且易于实现，但它依赖于一个假设：原始训
练出的模型中存在大量可以被删除的小参数。然而，这并不总是成立的。为
了促进大模型参数的稀疏性，我们可以在训练过程中引入正则化。一个有效
的策略是在损失函数中加入 ℓ1 正则项：

min
w

1

N

∑
i∈[n]

ℓ(yi, fw(xi)) + λ∥w∥1. (7.2)

其中，λ 是正则化系数，∥w∥1 是参数的 ℓ1 范数。ℓ1 正则化项可以看作是
ℓ0 正则化的替代，而 ℓ0 范数通过惩罚非零参数的个数来鼓励模型参数的稀
疏性。关于 ℓ1 正则项对模型稀疏性的提升，可以参考压缩感知或 LASSO。

47
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在实践中，我们常常需要根据不同的问题结构设计不同的正则项，包括
ℓ1 正则项，ℓ2 正则项等等。

7.2 岭回归

根据上一章的泛化结果，模型参数的 ℓ2 范数与泛化密切相关。因而加
入 ℓ2 正则项可能会提升模型的泛化效果。在这一节中，我们介绍线性回归
中加入 ℓ2 正则项，这又被成为岭回归 (ridge regression)。在岭回归中，其
损失函数被定义为

MSEr(w) =
1

n

n∑
i=1

(w⊤xi − yi)
2 + λ∥w∥22 = ∥Y −Xw∥2 + λ∥w∥2,

其中，(xi, yi) 为第 i 个样本，λ 为正则强度。与线性回归类似，当 d < n 时
我们可以得到其显式解

ŵr = (XX⊤ + λI)−1X⊤Y.

可见，与线性回归相比，求逆部分多了一项 λI。这在 XX⊤ 特征值较小时
非常关键，能够有效提升模型效果与计算稳定性。

7.3 算法稳定性

本节旨在从算法稳定性的角度探讨正则项对模型泛化能力的影响。在讨
论算法稳定性之前，我们首先介绍一些必要的符号定义。我们定义算法 A为
一个映射函数，它将数据集映射到参数空间。具体的，我们可以用 w = A(D)

表示这一过程。基于此，算法稳定性定义为：

定义 7.1 (算法稳定性). 我们称算法 A 是 γ-稳定的，如果对于任意
两个数据集 D 和 D′ 且两个数据集只有一个数据点不同时：

sup
z̃

EA[ℓ(A(D); z̃)− ℓ(A(D′); z̃)] ≤ γ,

这里 z = (x, y) 代表样本点，ℓ(·; z) 代表损失函数，期望为对算法和
训练集的期望。
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算法稳定性被认为与泛化密切相关。对于 γ-稳定的算法，我们可以证
明如下结论

定理 7.1 (稳定性与泛化). 对于 γ-稳定的算法 A ，其对应的泛化差
满足

EA,D[Ez∼Pℓ(A(D); z)− Ln(A(D);D)] ≤ γ, (7.3)

这里 Ez∼Pℓ(A(D); z) 代表测试误差，Ln(A(D);D) 代表训练误差。

定理7.1的证明. 我们直接考虑如下等式：

EA,DEz∼Pℓ(A(D); z)

(i)
=Eℓ(A({z1, z2, · · · , zn}); z′)

(ii)

≤Eℓ(A({z′, z2, · · · , zn}); z′) + γ

(iii)
= ELn(A(D);D) + γ.

(7.4)

其中，(i) 可由测试误差的定义得到，(ii) 可由算法稳定性的定义得到，(iii)
是因为 z′ 出现在了训练集中。

接下来，我们考虑凸训练中随机梯度下降是稳定的算法。

定理 7.2 (稳定性与凸训练). 假设 ℓ(·; z) 对任意 z 均是 L-Lipshitz，
M-光滑函数。
若 ℓ(·; z) 对任意 z 均是 µ-强凸，且 ηt ≤ µ/M2，则其稳定性满足

sup
z̃

EA[ℓ(w[T ]; z̃)− ℓ(w′[T ]; z̃)] ≤ 4L2

nµ
.

若 ℓ(·; z) 对任意 z 均是凸的，且 ηt ≤ 2/M，则其稳定性满足

sup
z̃

EA[ℓ(w[T ]; z̃)− ℓ(w′[T ]; z̃)] ≤ 2L2

n

∑
i∈[T ]

ηt.

在图7.1中可以发现，加入 ℓ2 正则项可以让凸函数变为强凸函数，也可
以增强原有强凸函数的凸性。因此，这可以被视为是使用 ℓ2 正则项能够提
升泛化性的一项证据。
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𝑓 𝑤1, 𝑤2 = 𝑤1
2 𝑓𝑟𝑒𝑔 𝑤1, 𝑤2 = 𝑤1

2 + 𝜆(𝑤1
2 + 𝑤2

2)

图 7.1: ℓ2 正则项可以使凸函数（左图）变为强凸函数（右图）

定理7.2的证明. 在证明中，为了符号的简洁，我们记下列符号：

w[t] = At(D), w′[t] = At(D′).

根据稳定性的定义，我们使用相同的算法，因此其初始化应是相同的，即
w[0] = w′[0]. 记两个数据集分别为 D = {zi}i∈[n], D′ = {z′

i}i∈[n]。不妨记
不同的数据点为第 n 个，即 zi = z′

i, i ∈ [n− 1], zn ̸= z′
n. 对于 SGD 算法，

其迭代更新满足

w[t+ 1] = w[t]− η∇ℓ(w[t]; z(t)),

w′[t+ 1] = w′[t]− η∇ℓ(w′[t]; z′
(t)),

其中，z(t) 为第 t 步抽取的样本，(t) 为其样本标号。由于两个迭代使用了
完全相同的算法，其抽取的样本标号相同。其次，注意到当损失函数 ℓ(·; z)
满足对任意的 z 都是 L-Lipschitz 时，算法稳定性满足

sup
z̃

EA[ℓ(w[t]; z̃)− ℓ(w′[t]; z̃)] ≤ LEA∥w[t]−w′[t]∥. (7.5)

因此，我们接下来考虑参数的迭代对 ∥w[t]−w′[t]∥ 的影响。

Part I：强凸。在每一步的迭代过程中均可能会发生两种情况：两个迭
代抽到了相同的样本 ((t) ∈ [n−1]，概率为 1−1/n)或不同的样本 ((t) = n，
概率为 1/n)。这两种情况的表现非常不同，我们分别来看。
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Case 1: 抽取不同样本 (t) = n，则迭代满足

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ =∥w[t]−w′[t] + ηt(∇ℓ(w′[t]; z′
(t))−∇ℓ(w[t]); z(t))∥

≤∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL,

(7.6)

这里我们用到了性质：ℓ(·; z) 对任意 z 均是 L-Lipschitz。
Case 2: 抽取相同样本 (t) ∈ [n− 1]，则迭代满足

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤(1− 1

2
ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥, (7.7)

这里我们使用了引理7.3.1。综合式(7.6)和(7.7)，可得

E∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥

≤E
1

n
(∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL) + (1− 1

n
)(1− 1

2
ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥

=(1− 1

2
ηtµ(1− 1/n))E∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL

n

≤(1− 1

2
ηtµ)E∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL

n
.

(7.8)

注意到 ∥w[0]−w′[0]∥ = 0，将其不断根据上式展开并利用等比数列前 n 项
和公式可得：

E∥w[T ]−w′[T ]∥ ≤ 4L

nµ
. (7.9)

综合式(7.5)，即可得

sup
z̃

EA[ℓ(w[T ]; z̃)− ℓ(w′[T ]; z̃)] ≤ 4L2

nµ
. (7.10)

Part II: 一般凸函数。类似于强凸部分的讨论，我们也需要考虑两个
情况。Case 1: 抽取不同样本 (t) = n，则迭代满足（与强凸相同）

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤ ∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL, (7.11)

Case 2: 抽取相同样本 (t) ∈ [n− 1]，则迭代满足（根据引理7.3.1）

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤ ∥w[t]−w′[t]∥, (7.12)

综合式(7.11)和(7.12)，可得

E∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥

≤E
1

n
(∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL) + (1− 1

n
)∥w[t]−w′[t]∥

=E∥w[t]−w′[t]∥+ 2ηtL

n
.

(7.13)
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因此，根据条件 ∥w[0]−w′[0]∥ = 0，通过累加并综合式(7.5)可得

∥w[T ]−w′[T ]∥ ≤ 2L

n

∑
i∈[T ]

ηt−1.

sup
z̃

EA[ℓ(w[T ]; z̃)− ℓ(w′[T ]; z̃)] ≤ 2L2

n

∑
i∈[T ]

ηt−1.

Lemma 7.3.1 (扩张性质). 假设 ℓ(·; z) 对任意 z 均是 L-Lipshitz，M-光滑
函数。若在第 t 步时算法选择了相同的样本（即 (t) ∈ [n− 1]）
若 ℓ(·; z) 对任意 z 均是 µ-强凸，且 ηt ≤ µ/M2，则迭代满足

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤ (1− 1

2
ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥.

若 ℓ(·; z) 对任意 z 均是凸的，且 ηt ≤ 2/M，则迭代满足

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤ ∥w[t]−w′[t]∥.

引理7.3.1的证明. Part I: 强凸. 考虑到，当使用同样的样本 z(t) = z′
(t) 时：

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥2

=∥w[t]− ηt∇ℓ(w[t]; z(t))−w′[t] + ηt∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2

=∥w[t]−w′[t]∥2 + η2t ∥∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2

− 2ηt(w[t]−w′[t])⊤(∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))).

(7.14)

我们希望将式(7.18)右边的三项均化为 ∥w[t]−w′[t]∥2 的相关形式。对
于第二项，由于损失函数是 M -光滑的，可知

η2t ∥∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2 ≤ η2tM
2∥w[t]−w′[t]∥2. (7.15)

对于第三项，由于损失函数是 µ-强凸的，根据事实7.4可知

−2ηt(w[t]−w′[t])⊤(∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))) ≤ −2ηtµ∥w[t+1]−w′[t+1]∥2.
(7.16)

将式(7.15)和式(7.16)带入式(7.18)，可得

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥2 ≤ (1 + η2tM
2 − 2ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥2 ≤ (1− ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥2.
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最后一个等式是由于假设 ηt ≤ µ/M2. 因此，可得

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥ ≤
√
(1− ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥ ≤ (1− 1

2
ηtµ)∥w[t]−w′[t]∥.

(7.17)

这里我们使用了不等式
√
1− x ≤ 1− x/2, x ∈ (0, 1).

Part II: 凸。对于一般凸的样本，可得

∥w[t+ 1]−w′[t+ 1]∥2

=∥w[t]− ηt∇ℓ(w[t]; z(t))−w′[t] + ηt∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2

=∥w[t]−w′[t]∥2 + η2t ∥∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2

− 2ηt(w[t]−w′[t])⊤(∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t)))

(i)

≤∥w[t]−w′[t]∥2 − (
2ηt
M

− η2t )∥∇ℓ(w[t]; z(t))−∇ℓ(w′[t]; z(t))∥2

(ii)

≤∥w[t]−w′[t]∥2.

(7.18)

这里我们在式 (i) 中使用了引理7.3.1，在式 (ii) 中使用了条件 ηt ≤ 2/M。

Claim 7.3. 对于 µ-强凸函数 f(w)，其满足

(∇f(w′)−∇f(w))⊤(w′ −w) ≥ µ∥w −w′∥2.

证明. 通过泰勒展开可知：

f(w) ≥f(w′) +∇f(w′)(w −w′) +
µ

2
∥w −w′∥2.

f(w′) ≥f(w) +∇f(w)(w′ −w) +
µ

2
∥w −w′∥2.

相加可得

(∇f(w′)−∇f(w))⊤(w′ −w) ≥ µ∥w −w′∥2.

Claim 7.4. 对于 M -光滑函数 f(w)，其满足

(∇f(w′)−∇f(w))⊤(w′ −w) ≥ 1

M
∥∇f(w)−∇f(w′)∥2.
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证明. 构造函数 g(w) = f(w)−∇⊤f(w′)(w −w′)。注意到 g(w) 仍是一个
凸光滑函数，考虑其泰勒展开

g(w′) ≤ g(w) +∇⊤g(w)(w′ −w) +
M

2
∥w′ −w∥2. (7.19)

通过对两侧 w′ 取最小值（右侧为一个二次函数），可得

min
w′

g(w′) ≤ min
w′

g(w)+∇⊤g(w)(w′−w)+
M

2
∥w′−w∥2 = g(w)− 1

2M
∥∇⊤g(w)∥2.
(7.20)

因此，

f(w)− f(w′)−∇⊤f(w′)(w −w′) =g(w)− g(w′)

≥g(w)− min
w′

g(w′)

≥ 1

2M
∥∇⊤g(w)∥2 = 1

2M
∥∇f(w)−∇f(w′)∥2.

(7.21)

根据 w 与 w′ 的对称性，同时可知

f(w)− f(w′)−∇⊤f(w′)(w −w′) ≥ 1

2M
∥∇f(w)−∇f(w′)∥2,

f(w′)− f(w)−∇⊤f(w)(w′ −w) ≥ 1

2M
∥∇f(w)−∇f(w′)∥2.

相加可得

(∇f(w′)−∇f(w))⊤(w′ −w) ≥ 1

M
∥∇f(w)−∇f(w′)∥2.
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“ 道常无为，而无不为”
–老子

8.1 过参数线性回归

与传统统计分析不同，在机器学习中我们常常需要考虑过参数 (overpa-
rameterization) 背景，即模型参数量远大于样本量 p ≫ n。例如，在神经网
络中，ResNet18（一种常见的神经网络结构）的参数量大约是 p ≈ 106，而
样本量往往没有这么多（例如 CIFAR-10 的样本量约为 n ≈ 105）。因此，在
理论分析中考虑过参数化背景十分重要。
在这里，我们考虑一个简单的过参数模型：过参数线性回归。回顾一下，

在线性回归中，我们考虑 MSE 损失

MSE(w) =
1

n

n∑
i=1

(w⊤xi − yi)
2�

注意到方程组 w⊤xi − yi = 0, i ∈ [n] 中有 p 个变量和 n 个约束方程。当
p ≫ n 时，该方程有无数个解能够使得 MSE 损失最小，即 MSE(w) = 0。
因此，不同的算法会得到不同的解。在这一章中，我们将应用梯度下降算法
获得一个解，并分析最终得到的解的性质。

8.2 隐式正则化

正如上文所述，过参数化背景下一般有无穷个解能够使得训练误差达
到 0。然而，算法最终一般只会收敛到其中一个解，且不同的算法会获得不
同的解。给定的算法会收敛到什么样的解？这个解有什么性质？这便是隐式
正则化 (implicit bias) 关心的问题。

55
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我们首先观察过参数线性回归中梯度下降的迭代

w[t+ 1] = w[t]− η

n
X⊤(Y −Xw[t])�

注意到：每一步的迭代均是 X⊤vt 的形式，其中 vt =
η
n
(Y −Xw[t]) 是一个

向量。由于每一步的迭代是累加的，当初始化也满足 w[0] = X⊤v[0] 形式时
（例如 0 初始化），最终的训练参数 ŵ 一定满足形式

ŵ = X⊤v, (8.1)

其中 v 是一个向量。我们接下来计算 v 的形式。由于线性回归的 MSE 损
失是凸函数，当梯度下降参数设置得当时，最终训练一定收敛到训练误差最
小的点，即 Y = Xŵ。将式(8.1)带入，可得

Y = XX⊤v.

注意到 XX⊤ ∈ Rn×n 可逆，因此 v = (XX⊤)−1Y。重新带入式(8.1)，可得

ŵ = X⊤(XX⊤)−1Y.

由此，我们总结为以下结论

Claim 8.1. 在过参数线性回归 (MSE损失)中，如果使用 0初始化的梯度下
降法且训练误差降为 0，则最终优化到的解 ŵ的形式为 ŵ = X⊤(XX⊤)−1Y。

接下来，我们希望证明这个解是所有满足 Xw = Y 的参数中的最小范
数解 (min-norm solution)1。首先，对任意 w′ 满足 Xw′ = Y，由于已知
Xŵ = Y，可知

X(w′ − ŵ) = 0.

注意到 ŵ⊤ 中刚好有 X 项，因此

ŵ⊤(w′ − ŵ) = 0.

从而，我们可知

∥w′∥2−∥ŵ∥2 = (w′+ŵ)⊤(w′−ŵ) = (w′−ŵ)⊤(w′−ŵ) = ∥w′−ŵ∥2 ≥ 0�

故而 ŵ 为最小范数解。
1在不加以强调时，这里所提到的范数均是 2 范数。
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Claim 8.2. ŵ = X⊤(XX⊤)−1Y 为集合 {w : Xw = Y } 中的最小范数解。

从之前分析可知，虽然我们没有显式指定任何正则条件（例如优化时加
入正则项 ∥w∥2），模型依然找到了一个具有特殊条件（如最小范数）的解。
这样的现象，我们称之为隐式正则化 (Implicit Bias)。综上，我们得到了梯
度下降在过参数线性回归中的隐式正则化，总结在定理8.3中。

定理 8.3 (过参数线性回归的隐式正则化). 在过参数线性回归 (MSE
损失) 中，如果使用 0 初始化的梯度下降法且训练误差降为 0，则最
终优化到的解 ŵ 是最小范数解，即在集合 {w : Xw = Y } 中，ŵ 具
有最小的二范数。
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